ПРОСТЫЕ ЧИСЛА. РАЗЛОЖЕНИЕ НА МНОЖИТЕЛИ
Определение. Число называется простым, если оно имеет только два делителя – единицу и самого себя. Иначе число называется составным.

Представление числа n в виде 
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, где pi – простые, называется разложением числа n на простые множители.

Основная теорема арифметики. Каждое натуральное число однозначно представляется в виде произведения простых чисел с точностью до перестановки множителей. 

Теорема. Число 1 не является ни простым, ни составным. 

Доказательство. Единица не является составным, так как не имеет двух делителей. Пусть единица – простое число. Тогда число 6 имеет более одного разложения в виде произведения простых чисел: 6 = 2 * 3, 6 = 1 * 2 * 3, что противоречит основной теореме арифметики.

Теорема Евклида. Простых чисел бесконечно много.

Доказательство. Предположим, что всего существует n простых чисел: p1, p2, …, pn. Но тогда число N = p1p2 * …* pn + 1 не делится ни на одно из pi, 1  i  n, и таким образом не является составным. Противоречие.

Упражнение. Последовательность an определена рекурсивно: 

a1 = 2, an+1 = 
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Доказать, что ai и aj, i  j являются взаимно простыми.

Доказательство. Можно доказать, что an+1 = a1a2…an + 1. Из теоремы Евклида следует, что ai и aj являются взаимно простыми.

Упражнение. Числа Ферма Fn (n  0) имеют вид: 

Fn = 
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Доказать, что Fi и Fj, i  j являются взаимно простыми.

Доказательство. Для чисел Ферма имеет место соотношение: Fn+1 = F0F1F2…Fn + 2. Из теоремы Евклида следует, что Fi и Fj являются взаимно простыми.

Функция распределения простых чисел. Обозначим через  (N) количество простых чисел, меньших или равных N. Например, (1) = 0, (2) = 1, (20) = 8, (107) = 664579.

Закон Гаусса о распределении простых чисел. Значение (N)  асимптотически равно 

(N)  N / log(N)

Следствие. Вероятность выбранного наугад числа x в промежутке от 1 до N равно 

P(x – простое, 1  x  N) = (N / log(N)) / N = 1 / log(N)

Теорема Дирихле об арифметической прогрессии. Каждая арифметическая последовательность a + kd (k = 0, 1, 2, …), где k и a являются взаимно простыми числами, содержит бесконечно много простых чисел.
Теорема. Количество арифметических прогрессий длины k из простых чисел, меньших N, асимптотически равно 
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Доказательство. Рассмотрим все возможные арифметические прогрессии из простых чисел длины k: x, x + d, x + 2d, …, x + (k – 1)d. Каждая такая последовательность определяется первым членом x и разностью d, которые могут принимать любые значения от 1 до N. Таким образом, количество всевозможных прогрессий равно N2.

Вероятность того, что выбранное наугад число x  {1, …, N} простое, равно 1 / log(N). Вероятность того, что все числа последовательности x, x + d, x + 2d, …, x + (k – 1)d будут простыми, равно
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Поскольку число всевозможных прогрессий равно N2, то количество арифметических прогрессий длины k из простых чисел, меньших N, асимптотически равно 

N2 * 
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Решето Эратосфена. Для поиска простых чисел используют технику решета Эратосфена. Из натурального ряда удаляют сначала числа, большие 2 и кратные 2, потом числа, большие 3 и кратные 3 и так далее для каждого простого числа. После описанных действий в ряду останутся только простые числа. 

Описанную процедуру проведем в массиве primes[MAX]. Сначала считаем все числа от 1 до MAX простыми (заполняем все ячейки массива primes значениями 1). Потом двигаемся по массиву слева направо и для каждого простого числа i, не большего 
[image: image8.wmf][

]

MAX

, отмечаем все числа вида  i * i, i * (i + 1), i * (i + 2), … составными.

В результате выполнения процедуры gen_primes() получим

primes[i] = 
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void gen_primes(void)

{

  int i, j;

  for(i = 0; i < MAX; i++) primes[i] = 1;

  //primes[0] = primes[1] = 0;

  for(i = 2; i * i <= MAX; i++)

    if (primes[i])

      for(j = i * i; j < MAX; j += i) primes[j] = 0;

}

Теорема. Время работы алгоритма составляет O(n log log n).

Доказательство. Рассмотрим для простоты оценки сложности вариант реализации решета Эратосфена с просеиванием значения от 2 до MAX: 

for(i = 2; i <= MAX; i++)

Для каждого простого p ≤ n во внутреннем цикле выполняется n / p действий. Следовательно необходимо оценить величину
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Количество простых чисел, не больших n, приблизительно равно 
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, k-ое простое число приблизительно равно k ln k. Выше указанную сумму перепишем в виде
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Первое слагаемое выделили из суммы, так как при k = 1 выражние k ln k превращается в 0. Оценим указанную сумму при помощи интеграла:
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Таким образом 
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При реализации, когда просеиввание проходит от 2 до 
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  for(i = 2; i * i <= MAX; i++)

количество операций заметно уменьшится. Однако ассимптотика в таком случае составит O(n log log 
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), что одно и то же с O(n log log n).
Разложение числа на простые множители. Если натуральное число n составное, то оно имеет делитель, не больший 
[image: image26.wmf]n

. Перебираем все числа от 2 до [
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], ищем среди них делители числа n. Процедура factor(int n) выводит разложение числа n на простые множители. Число n может содержать только один делитель, больший 
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void factor(int n)

{

  for(int i = 2; i * i <= n; i++)

  {

    while(n % i == 0)

    {

      printf("%d ",i);

      n /= i;

    }

  }

  if (n > 1) printf("%d",n);

  printf("\n");

}
Битовое решето Эратосфена. Рассмотрим реализацию решета Эратосфена, в котором информация о простоте числа содержится в одном бите. Очевидно, что все четные числа (кроме 2) не простые, поэтому выбросим их из рассмотрения. Заведем символный массив a, в котором a[i] будет содежать информацию о простоте нечетных чисел от 16 * i + 1 до 16 * i + 15. Элемент a[i] состоит из 8 бит. j -ый бит (нулевой бит самый младший, седьмой бит самый старший) a[i] равен 1, если число  простое. Например, содержимое начальных элементов будет следующим:
   // a[0] = 01101110:  (15), 13, 11, (9), 7, 5, 3, (1)
   // a[1] = 11001011:  31, 29, (27), (25), 23, (21), 19, 17

   // a[2] = 10110100:  47, (45), 43, 41, (39), 37, (35), (33)

   // a[3] = 01100100:  (63), 61, 59, (57), (55), 53, (51), (49)

Например, второй бит a[3] содержит информацию о простоте числа 16 * 3 + 2 * 2 + 1 = 53. Поскольку число 53 простое, то этот бит должен равняться 1.
Теперь необходимо научиться определять заданному натуральному нечетному числу n простое ли оно, используя массив а. Очевидно, что соответствующий бит находится в байте a[n / 16]. Осталось вычислить его номер в этом байте. Поскольку n = 16 * i + 2 * j + 1, то n mod 16 = (2 * j + 1) mod 16. Учитывая, что n mod 16 = n & 15 (& - побитовое ‘и’) и 0 ≤ j ≤ 7 (то есть 2 * j + 1 < 16), то n & 15 = 2 * j + 1, откуда j = (n & 15 – 1) / 2. Поскольку n нечетно, то значения (n & 15 – 1) / 2 и (n & 15) / 2 одинаковы (деление на 2 целочисленное). То есть j = (n & 15) / 2 = (n / 2) & 7 = (n >> 1) & 7. Операция

a[n >> 4] & (1 << j) или a[n >> 4] & (1 << ((n >> 1) & 7))
извлекает j – ый бит из байта a[n / 16] = a[n >> 4].
Остается реализовать двойной цикл решета Эратосфена. Во внешнем цикле (i от 1 до MAXSQRT) подразумевается перебор нечетных чисел вида 2 * i + 1. Доступ до бита, соответствующего числу 2 * i + 1, совершается так:

a[(2 * i + 1) >> 4] & (1 << (((2 * i + 1) >> 1) & 7))
или то же самое что

a[i >> 3] & (1 << ((i >> 1) & 7))
Такие упрощения возможны, так как (2 * i + 1) >> 1 и (2 * i) >> 1 дают одинаковый результат, равный i >> 1.

Если все байты массива а записать рядом в виде … a[3]a[2]a[1]a[0], то можно считать, что внешний цикл (по i) проходит по битам справа налево начиная с первого (не нулевого, которому соответствует число 1) и так далее по возрастанию. Первому биту соответствует число 3, второму 5 и так далее.
Если число 2 * i + 1 простое, то во вложенном цикле следует установить нули в битах, соответствующих числам (2 * i + 1) * (2 * i + 1), (2 * i + 1) * (2 * i + 1) + 2 * i + 1, (2 * i + 1) * (2 * i + 1) + 2 * (2 * i + 1), … . Информация о числе (2 * i + 1) * (2 * i + 1) = 4i2 + 4i + 1 находится в 2 * i * (i + 1) = 2i2 + 2i - ом бите. Это так, потому что 2 * (2i2 + 2i) + 1 = 4i2 + 4i + 1. Запускаем вложенный цикл по j от 2 * i * (i + 1) до MAXSIEVEHALF.
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

#define MAXSIEVE 100000000 // генерация простых чисел до 100 миллионов

#define MAXSIEVEHALF (MAXSIEVE/2)

#define MAXSQRT 5000 // sqrt(MAXSIEVE)/2

char a[MAXSIEVE/16+2];

#define isprime(n) (a[(n)>>4] & (1<<(((n)>>1)&7))) // n нечетное
int i, j;

void main(void)

{

  memset(a,255,sizeof(a));

  a[0] = 0xFE; // отмечаем 1 как НЕ простоее
  for(i = 1; i < MAXSQRT; i++)

    if (a[i>>3] & (1 << (i&7)))

      for(j = 2 * i * (i+1); j < MAXSIEVEHALF; j += i+i+1)

        a[j>>3] &= ~(1 << (j&7));

  for(i = 3; i < 100; i+=2)

    if (isprime(i)) printf("%d is prime\n",i);

}

Решето Эратосфена за линейное время. Пусть по заданному значению n следует найти все простые числа на промежутке [2, …, n]. Рассмотрим алгоритм, который к тому же вычисляет факторизацию всех чисел от 2 до n.

По сравнению с обычным решетом Эратосфена данный алгоритм использует больше памяти, так как в нем следует заводить массив из n чисел (а не держать лишь n бит в памяти).

Заведем массив lp (lowest prime) длины n, где lp[i] содержит минимальный простой делитель числа i. Изначально заполним его нулями, предполагая что все натуральные числа простые. Будем также накапливать массив простых чисел primes.
#define MAX 100

int lp[MAX+1];

vector<int> primes;
Перебираем текущее число i от 2 до MAX: 
· Если lp[i] = 0, то число i простое, так как до этого для него не обнаружилось других делителей. Устанавливаем  lp[i] = i и добавляем i в конец массива primes.

· Если lp[i] ≠ 0, то число i составное, и его минимальный простой делитель содержится в lp[i]. 
В обоих случаях следует провести расстановку значений в массиве lp. Причем это следуеет делать так, чтобы у каждого числа значение lp было установлено не более одного раза (тогда мы и получим линейную сложность алгоритма).
Лемма. Для любого натурального i имеется единственное его представление в виде

i = lp[i] * x,
где число x не имеет делителей, меньших lp[i] (то есть lp[i] ≤ lp[x]).
Рассмотрим числа вида xj = i * pj, где pj – все простые числа, не превосходяшие lp[i] (именно для этого нам необходимо хранить список простых чисел). Для всех чисел такого вида установим lp[xj] = pj.
for (i = 2; i <= MAX; ++i) 

 {

   if (lp[i] == 0) 

   {

     lp[i] = i;

     primes.push_back (i);

   }

   for (j = 0; j < (int)primes.size() && primes[j] <= lp[i] &&
                                     i * primes[j] <= MAX; j++)

     lp[i * primes[j]] = primes[j];

  }
1. Простые множители [Вальядолид, 583]. Любое натуральное число n можно разложить на простые множители, то есть представить в виде

n = f1 * f2 * … * fk, где fi  > 1 и  fi  fj при i < j
Вход. Состоит из последовательности чисел. Каждая строка содержит число n (-232 < n < 232), n  1. Признак конца входных данных n = 0.

Выход. Для каждого входного n вывести его разложение на простые множители. Если n > 0, то разложение вывести в виде

n = f1 x  f2 x  … x  fk
При n < 0 разложение выводить в виде

n = -1 x f1 x  f2 x  … x  fk
	Пример входа
	Пример выхода

	-190
	-190 = -1 x 2 x 5 x 19

	-191
	-191 = -1 x 191

	-192
	-192 = -1 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 3

	-193
	-193 = -1 x 193

	-194
	-194 = -1 x 2 x 97

	195
	195 = 3 x 5 x 13

	196
	196 = 2 x 2 x 7 x 7

	197
	197 = 197

	198
	198 = 2 x 3 x 3 x 11

	199
	199 = 199

	200
	200 = 2 x 2 x 2 x 5 x 5

	0
	-190 = -1 x 2 x 5 x 19


2. Утверждение Гольдбаха - 2 [Вальядолид, 686]. Утверждение Гольдбаха. Для любого натурального четного n  4 существует как минимум одна пара простых чисел (p1, p2), для которой n = p1 + p2.

В задаче требуется найти количество таких пар простых чисел для заданного n. Пары (p1, p2) и (p2, p1) считаются одинаковыми.

Вход. Каждая строка содержит четное натуральное n (4  n < 215). Признак конца входных данных n = 0.

Выход. Для каждого входного n в отдельной строке вывести количество пар простых чисел (p1, p2), для которых n = p1 + p2.

	Пример входа
	Пример выхода

	6
	1

	10
	2

	12
	1

	0
	


3. Почти простые числа [Вальядолид, 10539]. Натуральное число называется почти простым, если оно не простое и имеет только один простой делитель. Найти количество почти простых чисел в заданном интервале натуральных чисел.

Вход. Первая строка содержит количество тестов n (n 600). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит два числа low и high (0 < low  high < 1012).

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке количество почти простых чисел в промежутке [low.. high] включительно.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	3

	1 10
	4

	1 20
	1

	1 5
	


4. Подсчет делителей [Вальядолид, 10699]. По заданному положительному целому числу n вычислить количество его простых делителей.

Вход. Каждая входная строка содержит число n (n  1000000). Число n = 0 является концом входных данных и не обрабатывается.

Выход. Для каждого числа n вывести количество его простых делителей в формате, приведенном в примере. 

	Пример входа
	Пример выхода

	289384
	289384 : 3

	930887
	930887 : 2

	692778
	692778 : 5

	636916
	636916 : 4

	747794
	747794 : 3

	238336
	238336 : 3

	885387
	885387 : 2

	760493
	760493 : 2

	516650
	516650 : 3

	641422
	641422 : 3

	0
	


5. Снова простое число? Нет времени [Вальядолид, 10780]. По заданному натуральному числу n найти максимальную степень числа m (не обязательного простого), которая делит n!.

Вход. Первая строка содержит число k – количество тестов. Далее следует k строк, каждая из которых содержит два числа m (1 < m < 5000) и n (0 < n < 10000), разделенные пробелом. Входные данные содержат не более 500 тестов.

Выход. Для каждого теста вывести его номер и результат в отдельных строках. Результатом будет либо максимальная степень числа m, которая делит n!, либо фраза “Impossible to divide” если n! не делится на m.

	Пример входа
	Пример выхода

	2
	Case 1:

	2 10
	8

	2 100
	Case 2:

	
	97


6. Простая частота [Вальядолид, 10789]. Строка содержит цифры (0-9) и символы латинского алфавита (A-Z, a-z). Необходимо вычислить частоту каждого символа (количество раз, которое он встречается) и вывести те символы, частоты которых являются простыми числами.

Вход. Первая строка содержит количество входных тестов T (0 < T < 201). Каждая из следующих T строк содержит цифры и буквы латинского алфавита. Длины строк не более 2001.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке его номер и символы, частота которых есть простое число. Символы выводить в лексикографическом порядке (по возрастанию их ASCII кодов). Если не существует ни одного символа, частота которого является простым числом, то вывести слово empty.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	Case 1: C

	ABCC
	Case 2: AD

	AABBBBDDDDD
	Case 3: empty

	ABCDFFFF
	


7. Колин и Район [Вальядолид, 10880]. У Колина и Района праздник. Они приготовили c пирожных и пригласили g гостей. Каждый гость съел q пирожных, при этом еще r (r < q) пирожных осталось.

Вход. Первая строка содержит количество тестов n. Каждая строка содержит значения c и r (c, r  2*109).

Выход. Для каждого теста вывести его номер и число пирожных q, которое съел каждый гость. Если таких чисел несколько, то вывести все их в возрастающем порядке. Числа разделять одним пробелом, в конце каждой строки не должно быть лишних пробелов. Если c = r, то выводить 0.

	Пример входа
	Пример выхода

	4
	Case #1: 1 2 5 10

	10 0
	Case #2: 11

	13 2
	Case #3: 101 202

	300 98
	Case #4:

	1000 997
	


8. Задача на простоту [Вальядолид, 10948]. Представить натуральное число n в виде суммы двух простых чисел p1 и p2. 

Вход. Каждая строка содержит одно число n (3 < n  106). Последний тест содержит n = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого входного значения n вывести его разложение в виде суммы двух простых чисел в соответствии с приведенным ниже форматом. В случае существования нескольких разложений выводить следует то, которое максимизирует разницу между p2 и p1. Если число n нельзя представить в виде суммы двух простых чисел, то вывести сообщение “NO WAY!”.

	Пример входа
	Пример выхода

	4
	4:

	5
	2+2

	6
	5:

	7
	2+3

	9
	6:

	10
	3+3

	11
	7:

	0
	2+5

	
	9:

	
	2+7

	
	10:

	
	3+7

	
	11:

	
	NO WAY!


УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ

1. Простые множители [Вальядолид, 583]. Если входное значение n отрицательно, то печатаем  делитель -1, и раскладываем на множители модуль числа n. Перебираем все возможные натуральные делители числа n. Для ускорения перебора выделим сначала делители - двойки. После этого достаточно перебирать лишь нечетные числа: 3, 5, 7, 9, … . Обнаружив делитель d, делим n на d, тем самым сокращая перебор. Если исходное число n содержало делитель, больший 
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n

, то после выполнения цикла перебора нечетных делителей этот делитель останется в переменной n.

Пример. Пусть n = -194. Число n отрицательно, выводим -1, присваиваем n = 194. Выделяем двойки - делители: 194 = 2 * 97. Далее ищем делители числа 97, перебирая 3, 5, 7, 9 = 
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97

. Среди этих чисел делителей 97 не находим. Следовательно 97 является делителем числа 194, большим 
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194

 = 13.

Реализация. Читаем входное значение n, выводим его и знак равенства после него.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

int main(void)

{

  int n, i;
  while(scanf("%d",&n), n != 0)

  {

    printf("%d = ",n);

Если n отрицательно, то выводим множитель –1 и знак умножения «х» после него.

    if (n < 0)

    {

      printf("-1 x "); n = -n;

    }

Отдельно обрабатываем двойки - делители. 

    while(n % 2 == 0)

    {

      if (n > 2) printf("2 x "); else printf("2\n");

      n /= 2;

    }

Перебираем все натуральные нечетные числа от 3 до 
[image: image32.wmf][

]

n

. Проверяем, являются ли они делителями входного числа n. Выводим каждый найденный делитель.

//  for(i = 3; i * i <= n; i += 2) will be Time Limit
    for(i = 3; i <= (int)sqrt((double)n); i += 2)

    {

      while(n % i == 0)

      {

        if (n > i) printf("%d x ",i); else printf("%d\n",i);

        n /= i;

      }

    }

Если n > 1, то n содержит последний простой делитель входного числа.

    if (n > 1) printf("%d\n",n);

  }
}
2. Утверждение Гольдбаха - 2 [Вальядолид, 686]. При помощи решета Эратосфена сгенерируем массив primes, для которого primes[i] = 1 для простых i и primes[i] = 0 иначе. Далее следует подсчитать количество таких пар (p1, n - p1), что p1 и n - p1 – простые числа, p1 n - p1. 

Пример. Для n = 6 имеется одна пара (3, 3). Для n = 10 имеются две пары: (3, 7) и (5, 5).

Реализация. При помощи решета Эратосфена сгенерируем массив primes для дальнейшего тестирования чисел на простоту. Поскольку n < 215, то достаточно положить длину массива MAX равной 32768.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

const int MAX = 32768;

int primes[32768];

void gen_primes()

{

  int i,j;

  for(i=0;i<MAX;i++) primes[i] = 1;

  for(i=2;i<=(int)sqrt(MAX);i++)

    if (primes[i]) for(j=i;j*i<MAX;j++) primes[i*j] = 0;

}

Функция FindSol(n) вычисляет количество разных пар простых чисел (p1, p2), для которых n = p1 + p2. Для этого достаточно перебрать такие пары (p1, p2), для которых p1  p2. Откуда следует, что p1  n/2. Или то же самое что подсчитать количество пар (i, n – i), для которых i и n – i простые, 2  i  n/2.
int FindSol(int n)

{

  int i,res=0;

  for(i=2;i<=n/2;i++) 

    if (primes[i] && primes[n-i]) res++;

  return res;

}

void main(void)

{

  int n;

Сначала генерируем массив primes при помощи функции gen_primes. После чего для каждого входного значения n выводим FindSol(n).
  gen_primes();

  while(scanf("%d",&n),n>0) printf("%d\n",FindSol(n));

}

3. Почти простые числа [Вальядолид, 10539]. Почти простые числа имеют вид pk,  где p – простое число, k  2. Например, почти простыми будут 4, 8, 16, 32, 9, 81, … . Поскольку high < 1012, то исходя из определения почти простого числа p < 106. Сгенерируем массив primes длины 1000000 = 106, для которого primes[i] = 1 если  i – простое число и primes[i] = 0 иначе. Далее сгенерируем и отсортируем в массиве m все почти простые числа (их будет 80071). Обозначим через f(a, b) количество почти простых чисел в промежутке [a..b]. Тогда f(low, high) = f(1, high) - f(1, low - 1). Количество почти простых чисел на промежутке [1 .. n] равно номеру места (индексу), куда можно вставить число n в отсортированный массив m по верхней границе с учетом сохранения упорядоченности. Номер индекса ищется бинарным поиском по массиву m при помощи функции upper_bound.

Пример. Рассмотрим второй тест. От 1 до 20 находится 4 почти простых числа: 4, 8, 9, 16.

Реализация. Сгенерируем массив primes для тестирования чисел на простоту. Для каждого простого числа i заносим в массив m числа i2, i3, i4, … пока очередная степень не станет больше 1012. Переменная ptr содержит индекс последнего почти простого числа, занесенного в массив m. Поскольку почти простые числа ограничены значением 1012, то работать следует с 64 битовыми целыми числами (тип long long). Последним числом в массиве m поставим любое число, большее 1012. Пусть им будет 1012 + 1. Это следует сделать для корректной работы последующей функции бинарного поиска.

#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <cmath>

using namespace std;

int primes[1000000];

long long m[80072],temp,a,b;

int i,n,test,ptr;

void gen_primes()

{

  int i,j;

  for(i=0;i<1000000;i++) primes[i] = 1;

  for(i=2;i<=(int)sqrt(1000000);i++)

    if (primes[i])

      for(j=i;j*i<1000000;j++) primes[i*j] = 0;

}

void main()

{

  gen_primes(); ptr = -1;

  for (i=2;i<1000000;i++)

    if (primes[i])

    {

      temp = i;

      while ((temp*=i) < 1e12) 

        m[++ptr] = temp;

    }

  m[++ptr] = 1e12+1;

  sort(m,m+ptr);

Читаем количество входных тестов n и для каждого интервала [a, b] вычисляем и выводим значение f(a, b) = f(1, b) - f(1, a - 1) за константное время. 

  scanf("%d",&n);

  for(test=1;test<=n;test++)

  {

    scanf("%lld %lld",&a,&b);

    printf("%d\n",upper_bound(m,m+ptr,b) - upper_bound(m,m+ptr,a-1));

  }

}

4. Подсчет делителей [Вальядолид, 10699]. Перебираем последовательно делители числа n, начиная с 2. При обнаружении делителя делим n на него до тех пор пока деление возможно без остатка. Делители ищем до тех пор, пока n не станет равным 1.

Пример. Рассмотрим первый тест. Делителями числа n = 289384 будут 2, 61 и 593, так как 289384 = 23 * 61 * 593. Таким образом, число 289384 имеет 3 делителя.

Реализация. Читаем значение n, обнуляем счетчик количества делителей count. Запоминаем исходное значение n в переменной tempn.

#include <stdio.h>

void main()

{

  int n,count,i,tempn;

  while (scanf("%d",&n),n != 0)

  {

    count = 0; tempn = n;

Для каждого значения i = 2, 3, ... проверяем, является ли оно делителем n. Если является, то увеличиваем count на 1 и делим n на i до тех пор, пока деление проводится без остатка.

    for(i=2;i<=n;i++)

    {

      if (n % i == 0) count++;

      while (n % i == 0) n = n / i;

    }

    printf("%d : %d\n",tempn,count);

  }

}

5. Снова простое число? Нет времени [Вальядолид, 10780]. Пусть x – искомая максимальная степень, для которой mx делит n!. Если m – простое число, то достаточно найти сколько раз встречается множитель m в разложении n! на простые множители. Тогда:

x = 
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Суммирование заканчивается, когда выполняется mi > n, так как тогда все последующие слагаемые равны нулю.

Пусть m = 
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 – разложение на простые множители. Если множитель pi входит в разложение n! di раз, то значение x не может быть больше чем di / ai. Тогда

x = 
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Пример. Рассмотрим пример, в котором m = 1440, n = 100. 1440 = 25 * 32 * 5.

Число 2 входит в разложение 100! 
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 =  50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 раз, x не больше 97 / 5 = 19;

Число 3 входит в разложение 100! 
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 =  33 + 11 + 3 + 1 = 48 раз, x не больше 48 / 2 = 24;

Число 5 входит в разложение 100! 
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 =  20 + 4 = 24 раз, x не больше 24 / 1 = 24;

Таким образом, x не больше (то есть равно) min(19, 24, 24) = 19.

Реализация. По условию m < 5000, следовательно простые делители числа m следует перебирать от 2 до 
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 = 70. Занесем их в массив primes.

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

int tests,n,m,d,x,TestNo,degree;

int primes[19] = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67};

Функция GetDiv по заданным p и n вычисляет и возвращает сумму 
[image: image49.wmf]å

¥

=

ú

û

ú

ê

ë

ê

1

i

i

p

n

.

int GetDiv(int p, int n)

{

  int res=0,t=1;

  while (t <= n)

  {

    t = t * p; 

    res += (n / t);

  }

  return res;

}

int min(int i, int j)

{

  return (i > j)? j : i;

}

void main(void){

  int i;

  scanf("%d",&tests);

  for(TestNo=1;TestNo<=tests;TestNo++)

  {

Читаем входную пару чисел m и n, присваиваем значению x максимально возможное значение (например 100000).

    scanf("%d %d",&m,&n);

    x = 100000;

Перебираем простые делители числа m. Для каждого делителя вычисляем степень degree, с которой он входит в число m. Если степень больше нуля, то ищем количество раз d, которое текущий множитель primes[i] входит в разложение n! и пересчитываем значение x.

    for(i=0;i<19;i++)

    {

      degree = 0;

      while(m % primes[i] == 0)

      {

        degree++;

        m /= primes[i];

      }

      if (degree > 0)

      {

        d = GetDiv(primes[i],n);

        x = min(x,d/degree);

      }

    }

Один и только один из простых делителей числа m может быть больше 70 и входить в m с кратностью 1. Если после выполнения выше указанного цикла значение m больше единицы, то m содержит этот делитель, для которого необходимо пересчитать значение x. Например, если m = 22 * 3 * 103 = 1236, то таким делителем будет 103.

    if (m > 1) 

    {

      d = GetDiv(m,n);

      x = min(x,d);

    }

Если значение x равно нулю, то ни один из простых делителей числа m не входит в разложение n! на простые множители. То есть n! не делится на m и следует вывести фразу о невозможности выполнения деления. Иначе выводим значение x.

    if (!x) printf("Case %d:\nImpossible to divide\n",TestNo);

    else printf("Case %d:\n%d\n",TestNo,x);

  }

}

6. Простая частота [Вальядолид, 10789]. Сгенерируем массив primes длины MAX=2002, для которого primes[i] = 1 если  i – простое число и primes[i] = 0 иначе. Используя его можно эффективно проверять числа от 0 до 2001 на простоту. Заведем массив freq, ячейки которого будут содержать частоту использования символов. Далее проверяем значения частот символов на простоту и выводим их в лексикографическом порядке.

Пример. Рассмотрим второй тест. Частота символа А равна 2, символа В – 4, символа D – 5. Поскольку простыми числами являются только 2 и 5, выводить следует лишь символы A и D в порядке возрастания их ASCII кодов.

Реализация. Сгенерируем массив primes для тестирования чисел на простоту. Для дальнейшего использования будем полагать, что числа 0 и 1 являются сложными (primes[0] = primes[1] = 0).

#include <stdio.h>

#include <string.h>

#include <memory.h>

#include <math.h>

const int MAX = 2002;

int primes[2002],freq[123];

char s[2002];

int i,j,found,len,tests;

void gen_primes()

{

  int i,j;

  for(i=0;i<MAX;i++) primes[i] = 1;

  primes[0] = primes[1] = 0;

  for(i=2;i<=(int)sqrt(MAX);i++)

    if (primes[i]) for(j=i;j*i<MAX;j++) primes[i*j] = 0;

}

void main()

{

  gen_primes();

  scanf("%d",&tests);

  for(i=0;i<tests;i++)

  {

Ячейки массива freq[i] будут содержать частоту использования символа с ASCII кодом i. Читаем входную строку, обнуляем массив freq и заносим в него данные о частоте символов.

    scanf("%s",&s); memset(freq,0,sizeof(freq));

    len = strlen(s);

    for(j=0;j<len;j++) freq[s[j]]++;

Выясним, существует ли хотя бы один символ, частота которого есть простое число. Установим флаг-переменную found в 1, если такой символ существует.

    found = 0;

    for(j='0';j<='z';j++)

      if (primes[freq[j]]) { found = 1; break; }

Если found = 0, то выводим слово empty. Иначе следует перебрать все символы от ‘0’ до ‘z’ (в лексикографическом порядке) и вывести те, частота которых есть простое число.

    if (!found) printf("Case %d: empty\n",i+1);

    else

    {

      printf("Case %d: ",i+1);

      for(j='0';j<='z';j++)

        if (primes[freq[j]]) printf("%c",j);

      printf("\n");

     }

  }

}

7. Колин и Район [Вальядолид, 10880]. Согласно условию задачи имеет место равенство: c = g * q + r, r < q. Поскольку известны c и r, то известно значение g * q. Ответом задачи будут все делители числа g * q = c – r, большие r и отсортированные по возрастанию.

Пример. Во втором тесте g * q = c – r = 13 – 2 = 11. Делителями числа 11 будут 1 и 11, но только 11 больше r = 2.

Реализация. 

#include <cstdio>

#include <cmath>

#include <vector>

#include <algorithm>

using namespace std;

void main(void)

{

  int i,j,c,r,t,up;

  vector<int> v;

Читаем количество тестов t. Для каждого теста вводим значения c и r. Положим c = g * q = c – r. Если c = 0, то выводим 0 и переходим к следующему тесту.

  scanf("%d",&t);

  for(i=1;i<=t;i++)

  {

    scanf("%d %d",&c, &r);

    c = c - r; 

    if (!c) {printf("Case #%d: 0\n",i); continue;}

Очищаем вектор v, в него будем складывать всевозможные делители числа c = g * q. Для этого перебираем все числа j от 1 до up = 
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. Если j – делитель, то заносим в вектор v делители j и c / j.

    v.clear(); up = int(sqrt(c));

    for(j=1;j<=up;j++)

    if (c % j == 0)

    { 

      if (j > r) v.push_back(j);

      if (c / j > r) v.push_back(c / j);

    }

Если значение c является полным квадратом и up > r, то в вектор v будут занесены два равных делителя: up и c / up = up. Оба эти значения находится в конце вектора, удалим последний элемент. Сортируем найденные делители.

    if ((c == up * up) && (up > r)) v.pop_back();

    sort(v.begin(),v.end());

Выводим номер теста и все возможные значения q в возрастающем порядке.

    printf("Case #%d:",i);

    for(j=0;j<v.size();j++) printf(" %d",v[j]);

    printf("\n");

  }

}

8. Задача на простоту [Вальядолид, 10948]. При помощи решета Эратосфена сгенерируем массив primes, в котором primes[i] = 1 для простых i и primes[i] = 0 для составных i. Для каждого входного n ищем такую пару чисел (i, n – i), для которой i и n – i простые. Если такая пара найдена, то выводим ее. Если такой пары не существует, то выводим сообщение “NO WAY!”.

Пример. Для n = 10 существует два способа, которыми можно его представить в виде суммы двух простых чисел: 10 = 3 + 7, 10 = 5 + 5. Поскольку разница 7 – 3 больше чем 5 – 5, то выводим первый вариант.

Реализация. При помощи решета Эратосфена сгенерируем массив primes для дальнейшего тестирования чисел на простоту. Поскольку n  106, то положим длину массива MAX равной 1000001.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

const int MAX = 1000001;

int n,primes[MAX];

void gen_primes()

{

  int i,j;

  for(i=0;i<MAX;i++) primes[i] = 1;

  for(i=2;i<=(int)sqrt(MAX);i++)

    if (primes[i])

      for(j=i;j*i<MAX;j++) primes[i*j] = 0;

}

Функция FindSol(n) ищет пару простых чисел (p1, p2), для которой n = p1 + p2. Достаточно перебирать лишь такие пары (p1, p2), для которых p1 < p2. Откуда следует, что p1  n/2. Когда встретится пара (i, n – i), для которой i и n – i простые (значение i перебирается от до 2 до n/2), то выводим ее и завершаем выполнение функции. Если требуемая пара (p1, p2) не встретилась, то выводим сообщение “NO WAY!”. Если у числа n существует несколько разложений, то при указанном способе поиска первой найденной парой (p1, p2) будет та, для которой разница p2 – p1 максимальна.
void FindSol(int n)

{

  int i,res=0;

  printf("%d:\n",n);

  for(i=2;i<=n/2;i++)

    if (primes[i] && primes[n-i])

    {

      printf("%d+%d\n",i,n-i);

      return;


    }

  printf("NO WAY!\n");

}

void main(void)

{

Основной цикл программы. Генерируем массив primes при помощи функции gen_primes. После чего для каждого входного значения n вызываем FindSol(n).
  gen_primes();

  while(scanf("%d",&n),n>0) FindSol(n);

}
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